
17 逐步淘汰原理（排容原理） 

 

17.1 逐步淘汰原理（排容原理） 

假設 S是一個有限元素的集合且 1 2, , , nS S S 為 S的n個子集合，那麼逐步淘汰原理或者

稱為排容原理是說： 

定理 17.1(逐步淘汰原理)  在集合 S內但不屬於子集合 

1 2, , , nS S S  

的元素個數恰為 
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這裡的符號 | |X 表示集合 X 的元素個數。 

【證明】我們只需考慮任一元素 x S 在本定理的公式中出現的次數即可。分兩種情形

討論如下： 

(1) 若 x S 且 x落在至少一個子集合 iS 內，則此時可令
1 2
, , ,

mi i ix S x S x S   （其中

1 2, , , {1,2, , }mi i i n ），但是當 1 2, , , mi i i i 時， ix S 。這時 x在定理的公式中出現

的總次數為 
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(2) 若 x S 但 ( 1,2,3, , )ix S i n  ，則 x在本定理的公式中出現的總次數為 

1 0 0 0 0 1.       

綜合(1)，(2)證得此原理。 

 

例題 17.1  試求 1至 1000中不被2,3,5整除的個數。 



【解】令 1至 1000所構成的集合為 S，且令 2 3 5, ,S S S 分別為 

集合 S中2,3,5的倍數所構成的子集合。因為 
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根據逐步淘汰原理，所求的個數為 

1000 (500 333 200) (166 100 66) 33 266.         

 

17.2 尤拉函數 

如果n是一個正整數，尤拉函數 ( )n 是指：不大於（超過）n且與n互質的正整數的個

數。例如 

(1) 1,

(2) 1,

(3) 2,

(4) 2,

(6) 2,

(13) 12,

(15) 8.





























 

為了求尤拉函數 ( )n 的一般公式，我們先將正整數n因數分解成如下的標準分解式： 

1 2

1 2 ,lnn n

ln p p p  

其中 1 2, , , lp p p 為相異質數， 1 2, , , ln n n 為正整數。根據逐步淘汰原理，“不大於n且

與n互質的正整數的個數”恰為“不大於n且不被 1 2, , , lp p p 整除的正整數的個數”。 

所以得到 
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這是有名的尤拉公式。 

 

定理 17.2(尤拉公式)  將正整數n因數分解成如下的標準分解式： 

1 2

1 2 ,lnn n

ln p p p  

其中 1 2, , , lp p p 為相異質數， 1 2, , , ln n n 為正整數，則 
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例題 17.2  試求滿足 ( ) 12n  的所有正整數n。 

【證明】若質數 p n∣ 則由尤拉公式得 

( 1) ( ) 12 1 1,2,3,4,6,12,p n p    ∣  

因此整除n的質數可能值為 

2,3,5,7,13.  

(1) 若13 n∣ ，則 
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(2) 若7 n∣ ，則 
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(3) 若5 n∣ ，則 
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(4) 若 2 3a bn   ，則 

1 2 212 ( ) 2 3 2, 2 2 3 .a bn a b n           

因此 

2 2 213, 2 13, 3 7, 2 7, 2 3 , 2 3 7.n         

 

17.3 二階拉丁矩陣 

這一節的目的是要舉一個逐步淘汰原理的應用。這個應用很有名，我們稱之為拉丁矩

陣。 

定理 17.3  如下圖： 

 

數字 1 2, , , na a a 滿足 

1 2{ , , , } {1,2, , }na a a n  

且 ia i 。試問共有多少種排列方法。 

【解答】將1,2,3, ,n放入下排的方格中（即 1 2, , , na a a 剛好是1,2, ,n）的排法剛好有 !n  

種。現在假設 iD 代表這些排法中， ia i 的方法數， 12 iD 代表這些排法中，



1 21, 2, , ia a a i   的方法數。容易計算得到 
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根據逐步淘汰原理，我們所要算的方法數為 
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17.4 一種篩法 

如果n是一個正整數，我們有興趣於下列集合的元素個數： 

{( , ) , }.nS p q p q n ∣ 為不超過 且互質的正整數  

事實上，古典的定理告訴我們： 
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這是一則機率的估計問題：第一及第二個座標皆是不大於 n的正整數的序對中，第一 

及第二個座標互質的機率是
2

6
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本節的主要目的是要證明：當 50n  時 
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為了證明這個不等式，我們先介紹底下的符號： 
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並將集合的包含關係繪圖如下： 

 

由上圖知道：集合 nS 落在最外的區域內（可能比最外的區域還小）。因此我們有不等式： 
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所以當 50n  時 
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事實上，當8 50n  時，上述不等式亦成立。 

在這裡我們提出本問題的另一種證法如下（採用數學歸納法證明）： 

(1) 8,9,10,11,12,13n  時，容易計算得 
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(2) 現在假設對所有的正整數 (13 )k k n  時， 

27
,

10
kS k∣∣  

則將n以模 6做分類，分成如下四大類來討論： 

(a) 若  0,2,4 mod6n  時，則n為偶數。所以 

1

2

2

2

1
2 1

2

7
( 1)

10

7 2 7

10 5 10

7
.

10

n nS S n

n n

n n

n



 
    

 

  

  



∣∣∣ ∣

 

(b) 若  1 mod6n  時，則 
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(c) 若  3 mod6n  時，則 
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(d) 若  5 mod6n  時，則 
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綜合(a), (b), (c), (d)，證得本題目。 

 

習題 17.1  試求 1至 10000中非2,3,5,7的倍數的個數。 

 

習題 17.2  設 1 2, , , nx x x 為正數且令 

1 2 nS x x x     

證明 13
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13可採用逐步淘汰原理的證明模式。 

 

習題 17.3  試求滿足 ( ) 36n  的所有正整數n。 

 

習題 17.4  若正整數 19n  ，試求 ( )n 的最小值。 

 



習題 17.5  設符號
n
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代表將n件相異物分成 k堆（每堆至少有一件）的方法數。 
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動手玩數學 

 

1957年於陝西西安市元代安西王府遺址出土。幻方鐵板上每行均由六個數字排列，組成

方陣，不論縱行或橫行，或對角線上的數字，相加之和都是 111。這個蘊含著數學原理

的六六幻方（魔方陣），在古代被視為奇妙的神秘之物。人們把它鄭重地裝進石函，埋

入房基中，用作鎮宅和防災避邪的吉祥物。今幻方鐵板中有八個位置的數字已經無法辨

識，你能幫史學家修補好這珍貴的元代幻方鐵板嗎？ 

 

幻方鐵板的出土地點在今天西安火車站東北三公里處，是元代安西王府的遺址。安西王

府是忽必烈的三兒子忙哥刺的王宮。 

 

 挑戰題  

 

設集合 nS 定義如下： 



{( , , ) , , }.nS p q r p q r n 為不超過 且兩兩互 的正整數∣ 質  

試證明：當 2n  時 
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 卡邁克爾猜想  

 

我們常用尤拉函數 ( )n 代表：不大於n且與n互質的正整數個數。例如 

(1) 1, (2) 1, (6) 2, (4) 2, (12) 4, .          

卡邁克爾猜想是說：是否存在正整數n，使得任何不等於n的正整數m皆有 ( ) ( )m n  。    

一般猜想這樣的正整數n是不存在的；至少在 

1000010n   

時，這樣的正整數n是不存在的。 

另一個與尤拉函數相關的猜想是這樣的：是否存在合成數（非質數） n滿足  

( ) ( 1).n n ∣  

 


